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8.1 Stellenwertsysteme Optimale Basis ?
» Eine Zahl wird durch eine Gruppe von Elementen (digits) dargestellt, « Ein Stellenwertsystem mit N Stellen und Basis b erlaubt die
wobei die Gewichtung eines Elements von seiner Position innerhalb Darstellung von N=b" verschiedenen Zahlen. Um jede dieser
der Gruppe bestimmt wird. Zahlen darstellen zu kénnen, ist ein Vorrat von E=b n Symbolen
Basis: b notig
bendtigter Vorrat an Symbolen fiir eine Stelle: b
Anzahl Stellen: n . +  Welche Basis b minimiert fiir ein gegebenes N die Anzahl der
— — i Oti 2
= (Xn_lxn_2 X1Xo)b = xb benétigten Symml)e E -
i=0 N=b"® n=

7 4 In(b)
In(N) Als ganzzahlige Basis ist b=3 optimal. In der

E=bn=b Digitaltechnik (Computertechnik) hat sich
Binarzahlen b=2 ® 2 Symbole {0,1} (101),= 1 22+0 21+1 20 In(b) das binare gegeniiber dem ternéren System
durchgesetzt, da es technologisch einfacher
Oktalzahlen b=8® 8 Symbole {0,1,...,7} (270)g= 2 82+7 81+0 8° in(N)0(0)- 1 In(b) - 1 o und zuverlassiger zu realisieren ist.
> =
Dezimalzahlen b=10 ® 10 Symbole {0,1,...,9} (123),,=1 10%+2 10*+3 10° In“(b)
Hexadezimalzahlen b=16 ® 16 Symbole {0,1,..,9,a,b,c.d.e,f} (2ac),s= 2 16%+a 161+c 16° Minimum bei b=e=2,71828182
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Wechsel der Basis

+  Umrechnen einer Zahl X=(X..-%) 4 auf Y=(Yrma---Yo)o

Polynomdarstellung im Hornerschema:

m-1

yb' =( (Yma)?b+ Yo )b+ +y,)ob+y,

i=0

— Das Hornerschema bietet eine effiziente Methode, Polynome zu berechnen.
Dieses Schema und auch seine "Umkehrung", die fortgesetzte ganzzahlige
Divison durch b, kénnen fiir den Basiswechsel genutzt werden:

X=qb+r
r=X modb=X - % o]
. X
=Xdivbh= —
q b
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Wechsel der Basis

+  Umrechnen einer Zahl X=(X ... %) 4 auf Y=(Yrma---Yo)b
1. i O

mod und div miissen im System

2. yy=Xmodb; X Xdivb )
zur Basis a gerechnet werden.

3. falls X=0: stopp.

sonst:i  i+1, gehe zu 2.
X=138,5= (Y), i=0: Yo=138mod 2= 0, X 69
i=1: y;=69mod2=1, X 34
i=2: Y,=34mod2=0, X 17
i=3: Y3=17mod2=1, X 8
i=4: Y,=8mod2=0,X 4
i=5: Ys=4mod2=0, X 2
i=6: Ye=2mod2=0, X 1
Y=10001010, =7 y,=1mod2=1,X 0
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Wechsel der Basis

e Umrechnen von Basis a in das Dezimalsystem

1. Y O
2. furi=n-1,...0:
Y Yagt(%)io

)

I Beispiel

X=1100101, = (Y)4, =0

i=6: Y 02+1=1

i=5: Y 12+1=3

i=4: Y 32+0=6

i=3: Y 62+0=12

i=2: Y 122+1=25
i=1: Y 252+0=50

Y=101,, «— =0 Y 502+1=101
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Zahlendarstellungen

Festkomma Gleitkomma

T

ohne Vorzeichen vorzeichenbehaftet
(unsigned) (signed)

/ \ 2er-Komplement

Vorzeichen/Betrag

Exzess ler-Komplement

« Interessierende Fragen
— Welchen Wertebereich (range) kann man darstellen?
—  Welche Genauigkeit (precision) erreicht man?
—  Wie komplex sind die arithmetischen Operationen?
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8.2 Festkommazahlen

» Binardarstellung von Festkommazahlen ohne Vorzeichen (unsigned)
n-1

- Daselng X (XX, , XXXy Xp)= %2

—  Wertebereich [0, 2"- 2 m]

— Genauigkeit von mbits nach dem Binarpunkt, dh. Schritte von 2"

I Beispiel n:5, me3 ol1l2112lol1l0l0 :14,510

(integer) (fraction)

Wertebereich [0...31,875],

Festkommazahlen (unsigned)

*  Spezialfall "unsigned integer"
n

-1 )
- parsteling X = (X%, XX),= %2

i=0

~ Wertebereich [0, 2" - 1]

I Beispiel n=8 olo|of1|ol1]olo], =20,,

Binarpunkt

Binarpunkt in Schritten zu 0,125 Wertebereich [0...255],
(ozw. ",") in Schritten zu 1
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Festkommazahlen (unsigned) Addition

*  Spezialfall "fraction”

— Darstellung X = (X-LX- X m)z = X 2

— Wertebereich [0,1' 2_m]

Beispiel

3

. 0|0jo0j1(0|1(0]|0 =0,078125,,
Binarpunkt )
Wertebereich [0...0,99609375],
in Schritten zu 0,00390625
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« Die Festkomma-Addition X+Y erfolgt nach der "Schulmethode".

- von rechts nach links, Stelle fiir Stelle X, , ¥, und ¢,_; (Ubertrag von der letzten
Stelle) addieren

— jede Addition erzeugt eine Summe (sum)
S und einen Ubertrag (carry) ¢,

<
el
N

el

— “overflow" bei ¢ ;=1,
dh. das Ergebnis ist mit n bits nicht
darstellbar

D

l Beispiel

PR P RPROOOO|X
PP OORPRPROO
RPOROROPRO
RPOoOOoORrORPRO|ln
PRPPRPOROOO
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Subtraktion

« Die Festkomma-Subtraktion X—Y erfolgt nach der "Schulmethode".

— von rechts nach links, Stelle fur Stelle von x; die bits y; und b_; ("geborgter Wert"
von der letzten Stelle) subtrahieren

— jede Subtraktion erzeugt eine Differenz

(diff) d, und einen geborgten Wert X % Ba|d B
(borrow) b, 0 0 00 O
0O 0 1 (1 1
. 0O 1 0 {1 1
“overflow" bei b, ,=1, o 1 1 0 1
dh. _das Ergebnis i§t negativ (mit 1 0 0 1 0
unsigned Zahlen nicht darstellbar) 1 0 1 0 0
; 9 1 1 0]0 O
- 0011
diff 01<>0
borrow 0 1 0

eine 1, wird von der Stelle links geborgt
® 10,-1, ergibt die Differenz 1,
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Multiplikation

« Die Multiplikation X*Y erfolgt auch nach der "Schulmethode".
— Prinzip: "Schiebe und Addiere"

I Beispiel 0011 * 0101

0000
0011
0000

+ 0011

0001111

— Das Produkt einer n-bit mit einer m-bit Zahl hat i.a. n+m Stellen.
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Division

« Die Division X / Yerfolgt ebenfalls nach der "Schulmethode".

10101 / 100=101,01
-100
0010
-000
0101
-100
0010
-000
0100
-100
000

— Mann kann entweder fortgesetzt dividieren, bis alle Nachkommastellen des
Quotienten bestimmt sind, oder als Ergebnis das Paar <Quotient, Rest>
nehmen (bei ganzzahliger Division von integer Zahlen).
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Modulo- m Arithmetik

« Bei der Modulo-m Arithmetik sind die Ergebnisse von Operationen
auf N-bit Zahlen immer N-bit lang.

— Das ist genau das, was zB. bei einer Festkomma-Addition passiert, wenn man
das Overflow-bit weglésst. Das resultierende n-bit Ergebnis ist nicht die Summe
nach der herkdmmlichen Definition der Addition, sondern nach der mod-2"
Arithmetik.

101
101

sum 0010 1101,+0101, = 0010, (mod 16)
101
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Modulo- m Arithmetik

«  Definition der Modulo-m Arithmetik
— Man nimmt eine Teilmenge Z, von Z (Menge der ganzen Zahlen):

Z ={01,..m1}, m>0

— Man definiert die Operatoren {+,—*, /} so, dass sie geschlossen sind
bezuglich Z,. Dies ist méglich, indem man als Ergebnis den Rest nach
der ganzzahligen Division durch M nimmt:

R=X <operator>Y (mod m)

D

l Beispiel m=4® Z,={0,1,2,3} 1+2=3 fnod 4)
3+3=2 (nod4)

1-3=2 (nod 4)

nicht -2, da manin Z,
bleiben muss

3x3=1 (nod4) + definiert als Quotient
3+2=1 (nod4) der ganzzahligen Division
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Vorzeichenbehaftete Festkommazahlen

« Zahlendarstellung durch Vorzeichen/Betrag (sign/magnitude)

X=X %2 XX

Vorzeichen s Betrag m
(sign bit) (magnitude)
Definition: S=0 ® positive Zahl

S=1 ® negative Zahl

0011001=+25

Beispiel

0011001=-25
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Vorzeichen/Betrag

« Eigenschaften ) .
—  Wertebereich symmetrisch [- (2" - 1), + (2" - 1)]
— 2 Darstellungen fur die Null: 00...0 und 10...0

— Negation sehr einfach: X _; ® Yn_l

— Addition/Subtraktion relativ aufwendig, man muss Falle unterscheiden:
zB. Addition: X+Y

mod-2" Addition, aber keinen overflow in das
sign bit erlauben

X positiv, Y positiv:

X negativ, Y negativ: mod-2" Addition, danach sign bit auf 1 setzen

gemischt positiv/negativ: Magnituden vergleichen, abhangig davon

mod-2" Addition/Subtraktion, sign bits
entsprechend setzen

—  Multiplikation und Division relativ (zu anderen Zahlendarstellungen) einfach

GTI.8 Version-22.03.07 19
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Exzess-Darstellung

¢ Exzess-m Code als Binércode
—  Zur n-Bit Binarzahl wird eine Konstante (der Exzess) mod-2" addiert.

* Exzess-m Code zur Darstellung vorzeichenbehafteter Zahlen
— Die n-Bit Binarzahl wird durch einen Exzess (oft 2"1) in Richtung negativer
Zahlen verschoben.
— nur eine Darstellung fur die Null
—  unsymmetrischer Wertebereich: [- 2"+, 2" * - 1]

j Exzess-4

[ Beispiel n=3 Xi0 | X X X
-4 0O 0 O
-3 0 0 1
-2 0 1 0
-1 0 1 1
0 1 0 O
1 1 0 1
2 1 1 0
3 1 1 1
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ler-Komplement

* ler-Komplement Darstellung

n-1 )
. . - —_ —_ |
— positive Zahlen sind normale Binérzahlen ch = |X1c| = X 2
0

— negative Zahlen werden im ler-Komplement dargestellt, dh. bitweise negiert
bzw. "auf 1 erganzt": X =1- X

n-1 ) n-1 ) n-1 )
- X = @-%)2= 2 %2 =2"-1- X,

i=0 i=0 i=0

* Eigenschaften
—  Wertebereich symmetrisch [- (2" *- 1), + (2" *- 1)]
— 2 Darstellungen fur die Null
— negative Zahlen haben ein "sign bit" X, ,=1, positive Zahlen X, ;=0
— Addition/Subtraktion sind einfach, Multiplikation und Division schwierig.
— fruher fir Rechenwerke gebrauchlich, heute durch 2er-Komplement abgeldst
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2er-Komplement

e 2er-Komplement Darstellung
n-

1
- positive Zahlen sind normale Binarzahlen X, = |X2C| = x2
i=0

— negative Zahlen werden im 2er-Komplement dargestellt, dh.
i) bitweise auf 1 erganzen (negieren)
ii) 1 addieren

- X, :n'lxz' +1= n'1(1- x)2 +1=2- |X,

C
i=0 i=0

00011001=+25,
negiert 11100110
+ 00000001

11100111=-25),

Beispiel

GTI.8 Version-22.03.07 22
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2er-Komplement

* Eigenschaften

—  Wertebereich symmetrisch [- (2" - 1), + (2"* - 1)]
(das Codewort 10...0 bzw. 2™1 wird nicht verwendet)

oder alternative Interpretation

—  Wertebereich asymmetrisch [- (2"), + (2" * - 1)]
(beim Codewort 2! tritt die Anomalie auf, dass es negiert wieder 21 ergibt)

— nur eine Darstellung fiir die Null
— negative Zahlen haben ein "sign bit" X ,=1, positive Zahlen X ;=0

— wesentliche Eigenschaft:
- Xy =2'- ‘ch‘ =" ‘ch‘ (mod2“)

® die mod-2" Arithmetik behandelt eine negative Zahl wie —|X|
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2er-Komplement

» Eigenschaften
— Vorzeichenwechsel durch Bilden des 2er-Komplements

— Addition und Subtraktion durch normale mod-2" Addition bzw. Subtraktion;
das funktioniert fur alle Vorzeichen-Kombinationen, solange kein overflow auftritt

—  Subtraktion kann auf Addition zurlickgefuhrt werden:

X-Y=X+(- ¥} (mod 2"

e Overflow-Erkennung bei Addition/Subtraktion
— overflow wird durch c,, / b,,, und die Vorzeichen der Operanden bestimmt
— Addition: X320, Y3 0: overflow bei C,,=1
X<0, Y<0: overflow bei ¢, , =0
X3 0, Y<0: kein overflow moglich

—  Subtraktion: overflow-Bedingungen als Ubung

«  Multiplikation und Division sind schwierig.

lL(‘ UNIVERSITAT PADERBORN

Die Universitdt der Informationsgeselischaft

GTI.8 Version-22.03.07 24




: 9 2er-Komplement

X = 0101,, —X=1011,,
Y = 0100, Y =1100,,

X+Y: 0101 X +(-Y): 0101 =X)+Y: 1011
+ 0100 + 1100 + 0100
sum 1001 sum 0001 sum 1111
carry 0100 carry 1100 carry 0000
=X)+(=Y): 1011 X-Y: 0101 =X)-Y: 1011
+ 1100 — 0100 — 0100
sum 0111 diff 0001 diff 0111
carry 1000 borrow 0000 borrow 0100
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8.3 Gleitkommazahlen

«  Exponentialdarstellung von Zahlen (wissenschaftliche Notation):
Vorzeichen (sign)

Mantisse (mantissa)

N = (_ 1)5 M )bE Exponent

Basis (radix)

— Mit der Exponentialdarstellung sind sehr grosse und sehr kleine Zahlen
darstellbar.

— Die Basis ist typischerweise 2 oder 10 und konstant ® man muss nur
S, Mund E darstellen.

« Die Exponentialdarstellung ist nicht eindeutig.
37,145 = 0,037145-103= 3714,5-102
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Gleitkommazahlen

< Durch Normalisierung erhélt man fiir jede Zahl eine eindeutige
Darstellung. Zwei gebrauchliche Normalisierungen sind:

(a) Der Binarpunkt steht vor dem MSB (most significant bit) 1 0 der Mantisse.

5,25 = 101,01000, = 0,1010100-22

Mantisse: 12EM<1 012 Emax

kleinste normalisiert darstellbare Zahl:
(Enaxist der maximale Exponent)

(b) Der Binarpunkt steht nach dem MSB 1 0 der Mantisse.

5,25 =101,01000, = 1,0101000-22

- Emax
Mantisse: 1 £ M < 2 1,02

kleinste normalisiert darstellbare Zahl:

lLl‘ UNIVERSITAT PADERBORN

Die Universitdt der Informationsgeselischaft

GTI.8 Version-22.03.07 27

Gleitkommazahlen

« Die Darstellung der Null ist nicht ganz trivial.
— 0.0 ist nicht normalisiert darstellbar.

— Um Rundungsfehler klein zu halten, sollte der Exponent bei der Darstellung der
Null auf —E,, gesetzt werden.

—  Oft méchte man auch, dass die Null durch ein Wort, bei dem alle bits auf O
sind, codiert wird.

® Darstellung des Exponenten im Exzess-E,,,, Code.

+  Wertebereich und Genauigkeit

—  Mit einer k-bit Mantisse ist der Wertebereich:[- (L- 27%) x25= + (1- 27) x2%=)]
(bei Normalisierungsvariante (a)).

— Der Wertebereich hangt vor allem von E,,, ab, die Genauigkeit auch von k.

— Bei gegebener Anzahl von bits fur die Gleitkommazahl muss man einen
Kompromiss zwischen grossem Wertebereich und hoher Genauigkeit finden.
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IEEE 754

 |EEE 754 ist ein Standardformat fur bindre Gleitkommazahlen.
— 32 bit Format: 1 sign bit, 8 bit Exponent, 23 bit Mantisse

01 8 9 31

S| E M

— s/ Msind als Vorzeichen/Betrag dargestellt. (Bei der Darstellung im 2er-
Komplement wéren die Multiplikation und Division komplexer).

— Die Mantisse ist auf 1,... normalisiert. Die fihrende 1 wird bei der Darstellung
weggelassen — aber nicht bei arithmetischen Operationen! Diese 1 wird als
"hidden bit" bezeichnet und erhéht die Genauigkeit (halbiert die Schrittweite).

—  Der 8 bit Exponent ist im Exzess-127 Code dargestellt.

1 01111111 00000000000000000000000 = ?

Beispiel

0 10000001 11100000000000000000000 =?
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IEEE 754

¢ Manche Werte von E und M haben eine spezielle Bedeutung:

E M Bedeutung
0..0 0..0 (+-) 0
0..0 10..0 Denormalisierte Gleitkommazahl (-1)5.0,M.2-126
1.1 0..0 (+1-) ¥
1.1 10..0 NaN, not a number

¢ Standarddatenformate
— single precision: 1+8+23=32 bit [»+1,18-1038 | »+3,40-10*39]

— double precision: 1+11+52=64 bit [»+2,23.10308, »+1,80-10%308]
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8.4 Binare Codes

* Binare Codierung wird aus vielen Griinden angewandt:

— Aufbau sicherer und zuverlassiger Systeme
Beispiele: Gray Codes, Barcodes

— Informationsdarstellung und -verarbeitung in Computern
Beispiele: Zahlen zur Basis 2, BCD Code, Character Codes

— Informationstibertragung und -speicherung
Beispiele: Fehlererkennende und -korrigierende Codes
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Gray Codes

» Bei einem Gray Code unterscheiden sich aufeinander folgende
Codeworte nur in einem bit

— Anwendung zB. bei der Winkelmessung: Gray Code erlaubt robustere
Erkennung als die Codierung mit aufsteigenden Binarzahlen

Optical

4-bit digital
output X

beim Ubergang von einem
Sektor auf den anderen
kann es keine transienten
Bitmuster geben

Four-channel
light beam
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Gray Codes

» Reflektierende Gray Codes
— rekursive Bildungsvorschrift fir n-bit Codes:

— ref {. — .
G,.=10G,.16* }; G,={01}; n31
— den reflektierten Code erhalt man durch Spiegelung der Zeilen in der Mitte
1
0

N

0 ref
G1: 1® Gl =

D

.
G, =

1
5(.)'I

P P P P OO OO
1
B@

Sk B Oolor r oy
I
0
o

© O F Pk EFr oo
®
>3

o B[k O

~
5

~ref
bl
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Barcodes (Strichcodes)

» Barcodes dienen zB. zur Produkterkennung bei Handelsartikeln
— schnellere Abfertigung der Kunden (Scannerkassen)
— hohere Sicherheit bei der Datenerfassung
— automatisierbarer Warenverkehr und Lagerhaltung

« Beispiele

— UPC-A (Universal Product Code)

— EAN-13 (Européaische Artikel Nummer)
Landernummer, 2-3 Stellen
Herstellernummer, 4-5 Stellen
Artikelnummer, 5 Stellen
Prifnummer, 1 Stelle

— 2D Barcode DataMatrix
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Barcodes (Strichcodes)

¢ Aufbau der digits bei den UPC und EAN Codefamilien
— jedes digit besteht aus 2 hellen und 2 dunklen Linien

— die Linien kommen in 4 Strickstarken vor: 1x, 2x, 3x und 4x einfache
Strichstarke

— jedes digit besteht in Summe aus 7 einfachen Strichstarken

— jedes digit hat zwei Codes, die spiegelsymmetrisch sind (left-hand und right-
hand codes)

Left-hand  Right-hand  Right-hand Decimal Left-hand Right-hand
1 i 9_ digit code code
| | L. ) 1 1 1

0 0001101 1110010
1 0011001 1100110
2 0010011 1101100
3 0111101 1000010
4 0100011 0011100
5 0110001 0001110
6 0101111 1010000
7 0111011 1000100
8 0110111 1001000
9 0001011 1110100

12345"67890
UPC code
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Zahlen zur Basis 2 k

» Zahlen zur Basis 2! werden in der Digitaltechnik (Computertechnik)
verwendet. Fir eine kompaktere Zahlendarstellung bei der (manuellen)
Analyse verwendet man oft

—  Oktalzahlen (k=3)
—  Hexadezimalzahlen (k=4)

«  Die Umrechnung zwischen den Basen 2K ist besonders einfach.

— Die Umwandlung erfolgt am einfachsten tber den Zwischenschritt der Umwandlung
ins Binarsystem. Je nach Basis werden die Zahlen in Gruppen eingeteilt und Gruppe
fur Gruppe umgewandelt.

D

I Beispiel

(@10c),=(a 1 0  ¢);=(1010 000 100 001 100),=(120414),

o R s Vot Vo S S SRS
1010 0001 0000 1100 12 0 41 4

(100110101),=(100 110 101),= (465),
-
4 6 5
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BCD Code

¢ Der Binary Coded Decimal (BCD) Code stellt Zahlen mit mehreren
Stellen im Dezimalsystem dar, die einzelnen Stellen aber im
Binarcode.

7109,,= (0111 0001 0000 1001)5ep

¢ Jedes digit (0..9) wird durch eine 4-bit Bindrzahl dargestellt.
— Mit 4 bit lassen sich 16 Zahlen darstellen, es werden aber nur 10 verwendet

® der BCD Code bendtigt mehr bits als der Bindrcode zu Darstellung der
gleichen Zahlenmenge

« Arithmetik ist im BCD Code etwas aufwendiger als im Binarcode.

e Der Vorteil des BCD Codes ist die einfachere Umrechnung ins
Dezimalsystem.
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Character Codes

¢ Character Codes dienen zur Darstellung von
— alphanumerischen Zeichen
— Sonderzeichen
— Steuerzeichen

» Beispiele
— ASCII (American Standard Code for Information Interchange), 7+1 bit
— EBCDIC (Extended Binary-Coded Decimal Interchange Code), 8 bit
— Unicode, 16 / 32 bit
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ASCII Code
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Fehlererkennende und -korrigierende Codes

« Bei der Speicherung und Ubertragung von Informationen treten
Bitfehler auf wegen
— Herstellungsfehler der Schaltungen und Speicher
— Ubersprechen auf Leitungen

— Einwirkungen von aussen, zB. elektromagnetische Strahlung,
Teilchenstrahlung, ...

* Fehlererkennende Codes
— man mochte wissen, ob ein Datenwort fehlerhaft ist
— Beispiele: 2-aus-5 Code, Paritatsbit, ...

¢ Fehlerkorrigierende Codes
— man mochte zuséatzlich wissen, welches bit fehlerhaft ist
— Beispiele: Blocksicherung, Gruppencodes, zyklische Codes, Faltungscodes, ...
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Fehlererkennende Codes

Der 2-aus-5 Code codiert die Ziffern 0..9 mit Codeworten von 5-bit,
wobei genau 2 bits auf '1' sind.

—  Durch Uberpriifung, ob genau 2 bits auf '1' sind, kann man feststellen, ob ein
Bitfehler aufgetreten ist.

Dezimal| 2-aus-5 Code

01100 — Im Vergleich zum BCD Code
10001 bendtigt der 2-aus-5 Code 25%
10010 mehr bits (Speicherplatz).
00011
10100
D0101
D0110
11000
01001
01010

©Co~NOoOULh,WDNEO
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Fehlererkennende Codes

+ Die Paritat W(X) eines Codewortes X ist gegeben durch die Anzahl
der '1-enin X.

«  Fur ein gegebenes Codewort X kann man die Anzahl der '1'-en
bestimmen durch die Paritatsfunktion P(X):

P(X)=X,,+ +X+x(mod2)=x_,A AxAx

arithmetischer Operator
W(X) gerade P(X)=0 X hat gerade Paritat (even parity)

W(X) ungerade P(X)=1 X hat ungerade Paritét (odd parity)
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Fehlererkennende Codes

Bei einem Bitfehler andert sich die Partitat. Ist die Paritat von X

bekannt, kann man durch Berechnen von P(X) das Vorhandensein
eines Bitfehlers erkennen.
Codeworte um ein bit erweitern (parity bit), um damit eine definierte

Paritat einzustellen:
X=(X1 %P)

Paritatstiberprifung durch parity error flag €
e=X. t X tX%+p(mod2)
— Es lasst sich nicht feststellen, welches bit fehlerhaft ist.

— Mehrfachfehler bleiben unerkannt, wenn sie die Paritat nicht andern.

Paritatsbits werden in vielen Kommunikationsprotokollen und bei der
Datenspeicherung eingesetzt.
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Fehlerkorrigierende Codes

« Bei der Blocksicherung wird eine Reihe von Datenworten in einem
Block angeordnet.

— Die einzelnen Datenworte (Zeilen des Blocks) werden jeweils durch ein
Paritatsbit gesichert.

— Die Spalten des Blocks werden durch ein Paritatswort (spaltenweise
Paritatsbits) gesichert.

Bei einem Bitfehler kann man die Zeile und Spalte feststellen und damit den
Fehler korrigieren.

Beispiel

011000101
1010001110 Bitfehler

01100010 1
10100111 (0

11100011|1] =====-=- - 11100011 1
00100010 0 00100010 0
O fehlerhafte Paritat
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Fehlerkorrigierende Codes

+ Bei einem Blockcode besteht ein N-bit Datenwort aus M bit
Nutzdaten und K Priifbits.

i

Jedes Priifbit Gberprift mit Paritét eine gewisse Anzahl anderer bits (inklusive
der Prufbits!).

D

Codewort (X, X, X3 X, Y1 Y Ya)

Vorschrift zur Bildung der Prifbits:

)

Fehlerkorrigierende Codes

i

Bei Bitfehler in X;:

Codewort (X; X, X3 X, Y1 Y Ys)

y, fehlerhaft ® X, oder X, oder X; oder y; fehlerhaft
Yy, fehlerhaft ® X, oder X; oder X, oder y, fehlerhaft

Yy korrekt  ® X, X3, X, korrekt

® X, fehlerhaft (Annahme: nur ein Fehler tritt auf)

Bei Bitfehler in y,:

=% A %o A %3 y, korrekt  ®  X;, X,, X5 korrekt
Yo, =X A X3 A Xy Yy, fehlerhaft ® X, oder X; oder X, oder Y, fehlerhaft
_ yskorrekt  ® X, X3, X, korrekt
Vo= % AXAX, ® vy, fehlerhaft
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e Fehlerkorrigierende Codes Fehlererkennende und -korrigierende Codes
______ « Die Hammingdistanz zweier Codeworte ist die Anzahl der Stellen,
r l,/’ g =x,Ax,Ax Ay, in denen sich die Codeworte unterscheiden.
/ ! . ) ) . — Die Hammingdistanz h eines Codes ist die minimale Hammingdistanz zweier
7 —_—
Pr :’ / & =X 1A X 3'8‘ X 4A Y2 Codeworte aus dem Code.
| ‘ & =X, AxAx Ay,
by ! ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ —  Fehlererkennung und —korrektur erfordert Codes mit einer Hammingdistanz h:
' H h-1 Fehler kénnen erkannt werden
‘ X ‘ X2 | X3 ‘ X4 ‘ Y1 ‘yz Vil ) Y v (h-1)/2 Fehler kénnen korrigiert werden
T 1
1 1
! 1
! ! Dezimal| 2-aus-5 Code
\ \‘ €68 . ' 5 0 |o1100
\\\ 'Il 0 0 0 | kein Fehler 2_aus-5 Code: h=2 1 10001
N | / / 001 |y;fehlerhaft ® ein Fehler wird erkannt 2 L0010
! ' 0 10 |y, fehlerhaft ® Korrektur nicht moglich 3 00011
' ; 011 |[x,korrigieren 4 10100
v\ 100 |y, fehlerhaft 2 38123
S 101 |[Xx,korrigieren 2 1000
Bitfehler % 11 0 | X, korrigieren 8 01001
1 11 | X;korrigieren 9 01010
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Fehlererkennende und -korrigierende Codes

o
l Beispiel Blockcode mit m=4, k=3

(4,3) Blockcode

0000O0O00O0

0001011

0010111

0011100

0100101 h=3:

0101110 ® 2 Fehler werden erkannt
0110010 ® 1 Fehler wird korrigiert
0111001

1000110

1001101

1010001

1011010

1100011

1101000

1110100

1111111
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